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La trigonometria es una rama de la matematica, cuyo significado
etimologico es "la medicion de los tridngulos". Se deriva del

. . "
vocablo griego tpiywvo <trigdbno> "triangulo" + uetpov '

<metron> "medida". 1

La trigonometria es la rama de las matematicas que estudia las

. , - C
relaciones entre los angulos y los lados de los tridngulos. Para esto
se vale de las razones trigonométricas, las cuales son utilizadas
frecuentemente en calculos técnicos. Al 0" =
x

0| b e ﬁ =
En términos generales, la trigonometria es el estudio de las

funciones seno, coseno; tangente, cotangente; secante y
cosecante. Interviene directa o indirectamente en las demds ramas de la matematica y se aplica en todos
aquellos 4ambitos donde se requieren medidas de precision. La trigonometria se aplica a otras ramas de la
geometria, como es el caso del estudio de las esferas en la geometria del espacio.

Posee numerosas aplicaciones: las técnicas de triangulacion, por ejemplo, son usadas en astronomia para
medir distancias a estrellas proximas, en la medicion de distancias entre puntos geograficos, y en sistemas de
navegacion por satélites.
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Unidades angulares
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En la medida de angulos, y por tanto en trigonometria, se emplean tres unidades, si bien la mas utilizada en la
vida cotidiana es el Grado sexagesimal, en matematicas es el Radian la mas utilizada, y se define como la
unidad natural para medir angulos, el Grado centesimal se desarrolld6 como la unidad mas proxima al sistema

decimal, se usa en topografia, arquitectura o en construccion.

» Radidn: unidad angular natural en trigonometria, serd la que aqui utilicemos. En una circunferencia

completa hay 2w radianes.

» Grado sexagesimal: unidad angular que divide una circunferencia en 360 grados.
= Grado centesimal: unidad angular que divide la circunferencia en 400 grados centesimales.

Razones trigonometricas

El tridangulo ABC es un triangulo rectangulo en C; lo
usaremos para definir las razones seno, coseno y tangente,
del angulo ¢¥, correspondiente al vértice A, situado en el
centro de la circunferencia.

= El seno (abreviado como sen, o sin por llamarse "sinus"
en latin) es la razon entre el cateto opuesto sobre la
hipotenusa,

a B
seng = — = ——
C

AB

= El coseno (abreviado como cos) es la razon entre el
cateto adyacente sobre la hipotenusa,

» La tangente (abreviado como tan o tg) es la razon entre el cateto opuesto sobre el cateto adyacente,

b AC
cosa = = ——
. _a._ﬁ
ana =5 = -

Razones trigonometricas reciprocas

Se definen la cosecante, la secante y la cotangente, como las razones reciprocas al seno, coseno y

tangente, del siguiente modo:

m cosecante: (abreviado como csc o cosec) es la razon reciproca de seno, o también su inverso
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multiplicativo:
1 c
CSC O — = —
sSenoy i
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m secante: (abreviado como sec) es la razon reciproca de coseno, o también su inverso multiplicativo:

1 C

secoy = = —
COS (¥ b

= cotangente: (abreviado como cot o cta) es la razon reciproca de la tangente, o también su inverso

multiplicativo:

1 b
cot o = = —
tan o f1

Normalmente se emplean las relaciones trigonométricas Seno, coseno y tangente, y salvo que haya un
interés especifico en hablar de ellos o las expresiones matematicas se simplifiquen mucho, los términos

cosecante, secante y cotangente no suelen utilizarse.

Funciones trigonomeétricas inversas (Lo veremos mds adelante)

En trigonometria, cuando el 4ngulo se expresa en radianes (dado que un radian es el arco de circunferencia
de longitud igual al radio), suele denominarse arco a cualquier cantidad expresada en radianes; por eso las

funciones inversas se denominan con el prefijo arco, asi si:
[y = SencT
y es igual al seno de X, la funcién inversa:
T = arcscun y
X es el arco cuyo seno vale y, o también X es el arcoseno de Y.
st:
i = COST

y es igual al coseno de X, la funcién inversa:

I = arccosy

X es el arco cuyo coseno vale y, que se dice: X es el arcocoseno de Y.

st:
y = tanzx

y es igual al tangente de X, la funcion inversa:
r = arctany

X es el arco cuya tangente vale y, 6 X es igual al arcotangente de y.

Valor de las funciones trigonométricas
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A continuacion algunos valores de las funciones que es conveniente recordar:

Circunferencia en radianes.

Muy Importante

Radianes | Grados sexag.

0 0°?
1
ETT 300
1
ETT 450
1
5 m 6[]0
1
E?T 900

Seno

V0

ST ISR

=0

b2 | =

| S e S e Sl S

€0oseno

VA
2

Circunferencia en Grado sexagesimal.

tangente cosecante | secante | cotangente

0 Altoc) 1 H(Eec)

AlEoo) 1 A(Eeo)

Para el calculo del valor de las funciones trigonométricas se confeccionaron tablas trigonométricas. La
primera de estas tablas fue desarrollada por Johann Miiller Regiomontano en 1467, que nos permiten,
conocido un angulo, calcular los valores de sus funciones trigonométricas. En la actualidad dado el
desarrollo de la informatica, en practicamente todos los lenguajes de programacion existen librerias de
funciones que realizan estos calculos, incorporadas incluso en calculadoras electronicas de bolsillo, por lo
que el empleo actual de las tablas resulta obsoleto.

Sentido de las funciones trigonometricas
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Dados los ejes de coordenadas cartesianas Xy, de centro O, y
una circunferencia goniométrica (circunferencia de radio la
unidad) con centro en O; el punto de corte de la
circunferencia con el lado positivo de las X, lo sefialamos
como punto E.

Notese que el punto A es el vertice del triangulo, y O es el
centro de coordenada del sistema de referencia:

A=0

a todos los efectos.

La recta r, que pasa por O y forma un angulo cx sobre el eje

de las X, corta a la circunferencia en el punto B, la vertical que pasa por B, corta al eje X en C, la vertical que
pasa por E corta a la recta r en el punto D.

Por semejanza de triangulos:

CB ED

oC OE

Los puntos E y B estan en la circunferencia de centro O, por eso la distancia () F' y () 3 son el radio de la

circunferencia, en este caso al ser una circunferencia de radio = 1, y dadas las definiciones de las funciones
trigonométricas:

senry = (' B

cosax = QC
tana = FD
tenemos:

Sency tanor

COS v 1

La tangente es la relacion del seno entre el coseno, segun la definicion ya expuesta.

Primer cuadrante
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Partiendo de esta representacion geométrica de las funciones
trigonométricas, podemos ver las variaciones de las funciones a medida
que aumenta el angulo rv.

Para ¢ = (), tenemos que B, D, y C coinciden en E, por tanto:

senl) = 0
cos=1
tan0 =10

Si aumentamos progresivamente el valor de ¥, las distancias (YR y E )
aumentaran progresivamente, mientras que ()¢ disminuira.

Percatarse que ()(7'y (7' B estan limitados por la circunferencia y por
tanto su maximo valor absoluto serd 1, pero F ) no esta limitado, dado
que D es el punto de corte de la recta r que pasa por O, y la vertical que
pasa por E, en el momento en el que el angulo v = (), &7 rad, la recta r
sera la vertical que pasa por O. Dos rectas verticales no se cortan, o lo
que es lo mismo la distancia [ ) sera infinita.

La tangente toma valor infinito cuando v = 1 /" 27 rad, el seno vale 1y
el coseno 0.

Segundo cuadrante

Cuando el angulo ¥ supera el dngulo recto, el valor del seno empieza a
disminuir segun el segmento (73, el coseno aumenta segun el segmento
(), pero en el sentido negativo de las X, el valor del coseno toma
sentido negativo, si bien su valor absoluto aumenta cuando el angulo sigue
creciendo.

La tangente para un angulo ¢ inferior a (), 57 rad se hace infinita en el
sentido positivo de las y, para el angulo recto la recta vertical r que pasa
por O y la vertical que pasa por E no se cortan, por lo tanto la tangente no
toma ningin valor real, cuando el angulo supera los (), 57 rad y pasa al
segundo cuadrante la prolongacion de r corta a la vertical que pasa por E
en el punto D real, en el lado negativo de las y, la tangente [ J) por tanto
toma valor negativo en el sentido de las Yy, y su valor absoluto disminuye a
medida que el angulo ¢¥ aumenta progresivamente hasta los 7 rad.

Resumiendo: en el segundo cuadrante el seno de v, (73, disminuye
progresivamente su valor desde 1, que toma para cv = (), 57 rad, hasta
que valga 0, para v = 7 rad, el coseno,() (', toma valor negativo y su
valor varia desde 0 para v = (), 57 rad, hasta —1, para @ = T rad.

La tangente conserva la relacion:

SENCK

tano =
COS ¥

incluyendo el signo de estos valores.

B

http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Trigonometr%C3%ADa&pri...
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Tercer cuadrante

En el tercer cuadrante, comprendido entre los valores del &ngulo cx = ’
rada ¢ = 1, H7 rad, se produce un cambio de los valores del seno el

coseno y la tangente, desde los que toman para 7T rad: %
senm = () - P L—
cosm = —1
tanmT =0 X

Cuando el angulo ¥ aumenta progresivamente, el seno aumenta en valor
absoluto en el sentido negativo de las y, el coseno disminuye en valor
absoluto en el lado negativo de las X, y la tangente aumenta del mismo
modo que lo hacia en el primer cuadrante.

AD

A medida que el angulo crece el punto C se acerca a O, y el segmento
(), €l coseno, se hace mas pequefio en el lado negativo de las X.

El punto B, interseccion de la circunferencia y la vertical que pasa por C,
se aleja del eje de las X, en el sentido negativo de las y, el seno, (' [3. {4 |

Y el punto D, interseccion de la prolongacion de la recta r y la vertical
que pasa por E, se aleja del eje las X en el sentido positivo de las y, con lo

_ ) . 3}
que la tangente, [ [), aumenta igual que en el primer cuadrante

Cuando el angulo ¥ alcance 1, 57 rad, el punto C coincide con O y el coseno valdra cero, el segmento
(!B sera igual al radio de la circunferencia, en el lado negativo de las 'y, y el seno valdra —1, la recta r del
angulo y la vertical que pasa por E seran paralelas y la tangente tomara valor infinito por el lado positivo de
lasy.

El seno el coseno y la tangente siguen conservando la misma relacion, tanto en valores como en signo,
noétese que cuando el coseno vale cero, la tangente se hace infinito.

Cuarto cuadrante
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En el cuarto cuadrante, que comprende los valores del angulo cx entre
1, 57 rad y 2 rad, las variables trigonométricas varian desde los valores
que toman para 1, 577 rad:

http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Trigonometr%C3%ADa&pri...

sen(1,57) = —1 (e 1
cos(1,57) =0 '
tan(1,57) = oo
s
hasta los que toman para 241 rad pasando al primer cuadrante,
completando una rotacion:
sen(27) =0=10 v
cos(27) = cos0 =1
tan(27) = tan0 = 0 ¢
como puede verse a medida que el angulo ¢ aumenta, aumenta el coseno
()¢ en el lado positivo de las X, el seno ('3 disminuye en el lado .
negativo de las 'y, y la tangente F ) también disminuye en el lado oIS e
negativo de lasy. 40
Cuando ¢y, vale 24 6 ()57 al completar una rotacion completa los puntos
B, Cy D, coinciden en E, haciendo que el seno y la tangente valga cero, y
el coseno uno, del mismo modo que al comenzarse el primer cuadrante.
Representacion grafica
IA
3
2
i
0 S N
D o1 02 03 04 0FS 07 08 0310 d 12 13 14 15 18 17 18 n I
-1
2|| —— y=sen() |
y= Cﬂ![l] | SENo = sen |
3|| = y=tan(y) | Ccoseno = cos |
" : tangente =tan _____ |

Representacion de las funciones trigonométricas en el plano xy, los valores en el eje x multiplicados por & radianes.

ldentidades trigonométricas (Recuadramos las Identidades fundamentales)

Una identidad es una igualdad en que se cumple para todos los valores permisibles de la variable. En

14/09/2009 9:54
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trigonometria existen seis identidades fundamentales:

Reciprocas
sen(a) - ese(a) = 1
cos(a) - sec(a) =1
tan(a) - cot(a) =1
De division

tan(a) = %

Por el teorema de Pitagoras
Como en el triangulo rectangulo cumple la funcion que:
a + b=

de la figura anterior se tiene que:

sen(a) = %

b
cos(ar) = .
c=1

entonces para todo angulo a, se cumple la identidad Pitagorica :

9 9
sen“o +cos o =1

que también puede expresarse:
2 2

tan ﬂ‘2|—1 = sec’ a

1 +cot” a =csc” «

Suma y diferencia de dos angulos

sen{a + ) = senav cos 3 + cos asenf

CT_

sen(a — [3) = sena cos 3 — cosasenf3

cos(a + ) = cosa cos 3 — senasenfd

S

cos(a — () = cosacos 3 + senasenf

9de 13
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tana + tan 3
t = '
an(a + 3) 1 —tanatan 3
tana — tan
tan(a — 3) = P

1+ tanatang

Suma y diferencia del seno y coseno de dos angulos

seng -+ sen = 2sen (a ;lg 'ﬁ) cos (a ;ﬁ)

senay — senf? = 2sen (a ; 'ﬁ) COS (a ; 'ﬁ)

cosa + cos 3 = 2cos (cr * '6) cos (cr — '6)

=

2 2

cosa — cosJ = —2sen (a ; 'ﬁ) sen (a ; 'ﬁ)

Producto del seno y coseno de dos angulos

cos(a+ B3) + cos(a — 3)

cos(a) cos(B) = 2
sen(a)sen(8) = 22— 5) - cos(a + )
sen(a) cos() = 22+ 5) ;sen(a )
cos(a)sen(3) = sen(a + () - sen(o — )

Angulo doble Las férmulas recuadradas son muy importantes

sen2o = 2sency - Cos o

cos 20 = cos® a — sen‘a

10 de 13
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cos2a = 1 — 2sen’a

cos 20 = —1 + 2 cos® o
2 tan v
tan2a = —————
1 — tan®
5 1 — cos2a
sen o = — 5

9 1 + cos2a
cos" @ = ————

Angulo mitad Se deducen de las anteriores haciendo x=alpha/2

(af) 1l —cosav
sen|—)| =4/ ——
2 2

(Q) 1+ cosa
cos| =) =/——
2 2

tan(g)— 1 —cosa
' 2/ V1+cosa

Otras identidades trigonométricas Estas identidades son (tiles para deducir dngulos a partir
de los dngulos bdsicos

m
BEN | — — & | = COS ¥

2
(3-)-
cos (5 — @) = sena
sen(T — o) = sena
cos(m — o) = — cos
sen(2m — a) = —senao
cos(2m — ) = cosa
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sena - cosa + senf3 - cos 3 = sen(a + 3) - cos(a — 3)

Véase también: Sinusoide

Funcion tangente

En un tridngulo rectangulo, la tangente (abreviada como tan o tg) es la razon entre el cateto opuesto y el
cateto adyacente.

BC'  sena a
tana = = = —

AC  cosa b

El valor de la tangente para algunos angulos importantes es:

tan=AC/OA =BD /OB =sen/ cos
tan (n/2) = tan (90°) = +oo

tan (-n/2) = tan (-90°) = -0

tan (0)=0

tan (n/4) = tan (45°) =1

tan (n/3) = tan 60°= /3

tan (1/6) = tan 30° = g

Una identidad de importancia con la tangente es:

tana + tan 3
1 —tanatan 3

tan(a + 3) =

Seno y coseno, funciones complejas

El seno y coseno se definen en matematica compleja, gracias a la formula de Euler como:
L
21

Tor | e—-i o

2

SCNY —

e
COsSx¥ =
Por lo tanto, la tangente quedara definida como:

T —iy
[

tangy = ——
I_e'}:r.\‘ | I_e—'.tf}r

Siendo § — 4/ —1 (también puede representarse como j).
Referencias

1. 1 «Etimologia de la palabra "trigonometria" (http://www.etymonline.com/index.php?search=trigonometry) ».
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m Matematica - Trigonometria (http://www.fisicanet.com.ar/matematica/ml _trigonometria.php)
(Apuntes y ejercicios de Trigonometria en Fisicanet).

» Unidad Didactica. Razones Trigonométricas (http://www.lopezdearenas.com/trigonometria/inicio.htm)
(IES Lopez de Arenas, de Marchena (Sevilla)).

» [ a trigonometria, ;para qué sirve? (http://www.phy6.org/stargaze/Mtrigl.htm)
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